
TERMIKA VI

• Pfaffovy formy;

• Absolutńı termodynamická teplota;

• Entropie trochu jinak;

• Termodynamické proměnné nechemických systém
◦
u;

• Tepelná kapacita KV a Kp;
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Pfaffovy formy

Pro Carnot
◦
uv cyklus v́ıme, že

|Q1|
|Q2|

= −
Θ1

Θ2
kde Θ = αΦ(ϑ)

Q: Lze funkci Φ určit explicitně?

A: Ano! I když konečná forma záviśı na zvoleném empirickém teploměru.

Pozn: abychom postoupili poťrebujeme rozvinout teorii integruj́ıćıch faktor
◦
u

Pfaffových forem

⊗ Pfaffovou formou: (také diferenciálńı 1-formou) ωn v úplných difer-
enciálech dx1, . . . ,dxn nezávisle proměnných x1, . . . , xn rozuḿıme výraz

ωn(x1, . . . , xn) = X1dx1 + X2dx2 + . . .+ Xndxn = X · dx
Xi ≡ Xi(x1, . . . , xn)
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V daľśım budu p̌redpokládat, že Xi jsou diferencovatelné a jednoznačné.

Plat́ı-li podḿınky integrability

∂Xi

∂xj
≡

∂Xj

∂xi
, ∀i, j

pak ωn je úplným diferenciálem jisté funkce g(x1, . . . , xn) ⇒

Xi =
∂g

∂xi
, ∀i ⇒ X = grad g = ∇g

Neplat́ı-li podḿınky integrability, pak m
◦
uže existovat nenulová funkce

µ(x1, . . . , xn) = integrujici faktor t.ž. µωn ≡ dσ je úplným dif., t.j.

µωn ≡ dσ = (µX1)dx1 + (µX2)dx2 + . . .+ (µXn)dxn

∧
∂

∂xk
(µXi) =

∂

∂xi
(µXk) , ∀i, k
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Podḿınka integrability je v tomto p̌ŕıpadě ekvivalentńı k

∂Xk

∂xi
−

∂Xi

∂xk
= Xi

1

µ

∂µ

∂xk
− Xk

1

µ

∂µ

∂xi

což je

(
n
2

)
= 1

2n(n− 1) parc. dif. rovnic prvńıho řádu pro µ.

!!! Pro ω2 je integruj́ıćı faktor řešeńım jedné p.d.r. o dvou proměnných

!!! Pro ω3 je integruj́ıćı faktor řešeńım ťŕı p.d.r. o ťrech proměnných

!!! Pro ωn , n > 3 je počet rovnic věťśı než počet proměnných

⇒ integruj́ıćı faktor existuje za vyj́ımečných okolnost́ı

⊗ Diskuse speciálńıch p̌ŕıpad
◦
u: n = 2 , ω2 = Xdx + Y dy

V tomto p̌ŕıpadě máme

X
∂

∂y
lgµ − Y

∂

∂x
lgµ =

∂Y

∂x
−

∂X

∂y
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Z teorie p.d.r. ⇒ řešeńı pro ω2 µ vždy existuje, nap̌r. pokud µ nezáviśı
na proměnné x ⇒ obyčejná diferenciálni rovnice

d

dy
(lgµ) =

1

X

(
∂Y

∂x
−

∂X

∂y

)
≡ φ(y)

⇒ µ(y) = konst. exp
(∫

φ(y)dy
)

Př́ıpad n = 3 : ω3 = X1dx1 + X2dx2 + X3dx3

Definujme:

∂

∂xi
(lgµ) = yi , Fik =

∂Xk
∂xi

−
∂Xi
∂xk

Rovnice pro µ maj́ı tvar

X2y3 − X3y2 = F23
X3y1 − X1y3 = F31
X1y2 − X2y1 = F12

 ⇔ X× y = rotX = ∇×X
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Po skalárńım vynásobeńı vektorem X ⇒

X · rotX = X · (X× y) = 0

Protože X ̸= 0 a rot X ̸= 0 (nesplněni integrability) p̌redchoźı rovnice je

nutnou podḿınkou pro existenci µ. (t.j., existence µ ⇒ X · rotX = 0 )

Na druhé straně, hodnost sustavy rovnic pro µ je 2. Podḿınka X·rotX = 0

zajǐst’uje, že hodnost rozš́ı̌rené matice je také 2 (Frobeniova věta) ⇒
systém má alespoň jedno řešeńı pro µ. (t.j., X · rotX = 0 ⇒ µ existuje)

Nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou existence µ pro ω3 je splněńı rovnice

X · rotX = X1

(
∂X3

∂x2
−
∂X2

∂x3

)
+ X2

(
∂X1

∂x3
−
∂X3

∂x1

)
+ X3

(
∂X2

∂x1
−
∂X1

∂x2

)
= 0
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Pozn I: Pfaffova forma se nazývá holonomńı pokud je úpným difer-
enciálem nebo pokud má integruj́ıci faktor.

Pozn II: Pfaffova forma se nazývá anholonomńı pokud neńı ani úplným
diferenciálem ani nemá integruj́ıćı faktor.

Př́ıklad 1: forma

ω3 = yzdx + xzdy + xyzdz

nesplňuje podḿınky integrability, nap̌r.

∂yz

∂z
̸=

∂xyz

∂x

nicméně forma je holonomńı (X · rotX = 0). Integruj́ıćı faktor je

µ =
1

xyz
⇒ µω3 =

dx

x
+

dy

y
+ dz = d(lgx) + d(lg y) + dz

= d[lgx + lg y + z]
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Př́ıklad 2: pro IP

ω2 ≡ δQ = nCV dΘ + pdV

podḿınka integrability neńı splněna

CV
∂n

∂V
=

CV
Vm

=
nCV
V

̸=
∂p

∂Θ
=

nR

V

forma je holonomńı s integruj́ıćım faktorem

µ =
1

Θ
⇒ µδQ = n

CV
Θ

dΘ +
nR

V
dV = d{nCV (lgΘ) + nR(lgV )}

⇒ S = nCV (lgΘ) + nR(lgV ) + S0

Pozn: Pokud je µ i.f., t.j., dσ = µ ωn pak také µ = µf(σ) je i.f.
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⇐ µ δωn = f(σ) dσ = d
(∫ σ

0
f(σ′)dσ′

)
Pozn I: Lze dokázat, že nutnou a postačuj́ıćı podḿınkou pro holonom-
nost formy ωn je aby v libovolném okoĺı každého bodu x existovaly body
nedosažitelné po cestě ωn = 0. Nap̌r., pro n = 3

ω3 = Xdx + Y dy + Zdz = 0 ⇒ dσ = µ(Xdx + Y dy + Zdz) = 0

⇒ σ(x, y, z) = konst.

⇒ nadplochy konstantńıho σ(x, y, z)

se nemohou prot́ınat

(nap̌r. adiabáty se neprot́ınaj́ı)

Pozn II: Vybereme-li ωn = δQ a x = {a, ϑ} (t.j, vněǰśı parametry a em-
pirickou teplotu) źıskáme Carathéodoryho verzi 2.P.T.
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Absolutńı termodynamická teplota

Z Carathéodoryho formulace II.P.T. v́ıme, že δQ má vždy integruj́ıćı fak-

tor, t.j.

dS(a, ϑ) = µ(a, ϑ)δQ(a, ϑ) ⇒ dS =
∂S

∂ai
dai +

∂S

∂ϑ
dϑ

µ(a, ϑ) = ? (a = (V,B,D, L, . . .))

Mějme systém v termod. rovnováze a rozdělme jej na dva podsystémy.

Pro dodané teplo potom plat́ı

δQ1(a1, ϑ) =
1

µ1(a1, ϑ)
dS1(a1, ϑ) ∧ δQ2(a2, ϑ) =

1

µ2(a2, ϑ)
dS2(a2, ϑ)
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Pro celý systém tedy plat́ı

δQ = δQ1 + δQ2 , δQ(a1, a2, ϑ) =
1

µ(a1, a2, ϑ)
dS(a1, a2, ϑ)

⇒ dS(a1, a2, ϑ) =
µ(a1, a2, ϑ)

µ1(a1, ϑ)
dS1 +

µ(a1, a2, ϑ)

µ2(a2, ϑ)
dS2

Předpokládejme pro jednoduchost, že a ≡ a a zaved’me nové proměnné:

S1 = S1(a1, ϑ) ; S2 = S2(a2, ϑ) 7→ a1 = a1(S1, ϑ) ; a2 = a2(S2, ϑ)

⇒ dS(S1, S2, ϑ) =
µ(S1, S2, ϑ)

µ1(S1, ϑ)
dS1 +

µ(S1, S2, ϑ)

µ2(S2, ϑ)
dS2 + 0dϑ

Pozn: Pokud se vyjáďŕı S prosťrednictv́ım S1, S2 už neńı funkćı teploty ϑ.
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Podḿınka integrability pro S v proměnných S1, S2, ϑ je

∂

∂ϑ

(
µ

µ1

)
= 0 ∧

∂

∂ϑ

(
µ

µ2

)
= 0 ⇒

1

µ1

∂µ1
∂ϑ

=
1

µ2

∂µ2
∂ϑ

=
1

µ

∂µ

∂ϑ

⇔
∂

∂ϑ
(lgµ1(S1, ϑ)) =

∂

∂ϑ
(lgµ2(S2, ϑ)) =

∂

∂ϑ
(lgµ(S1, S2, ϑ)) = −β(ϑ)

Pozn I: Daľśı p.i. 1
µ1

∂µ
∂S2

= 1
µ2

∂µ
∂S1

bude nakonec automaticky splňena.

Pozn II: Protože S1 a S2 jsou libovolné, záviśı β(ϑ) jen na empirické
teplotě ⇒ ťri p̌redchoźı rovnice maj́ı řešeńı ve tvaru:

lgµ1(S1, ϑ) = −
∫
β(ϑ)dϑ + lgψ1(S1)

lgµ2(S2, ϑ) = −
∫
β(ϑ)dϑ + lgψ2(S2)

lgµ(S1, S2, ϑ) = −
∫
β(ϑ)dϑ + lgψ(S1, S2)
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nebo ekvivalentně

µ1(S1, ϑ) = ψ1(S1) exp
(
−
∫
β(ϑ)dϑ

)
µ2(S2, ϑ) = ψ2(S2) exp

(
−
∫
β(ϑ)dϑ

)
µ(S, ϑ) = ψ(S) exp

(
−
∫
β(ϑ)dϑ

)

Protože ψi jsou jen funkcemi entropie ⇒ nejjednoduš̌si int. faktor je

µ = konst. exp
(
−
∫
β(ϑ)dϑ

)
Z II. Carnotova teorému ⇒

Θ =
1

µ︸ ︷︷ ︸
II. Carnot

◦
uv teorém

= α exp
(∫

β(ϑ)dϑ
)

= αΦ(ϑ)︸ ︷︷ ︸
z analýzy Carnotova cyklu
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Předchoźı výraz lze ekvivalentně psát ve tvaru

Θ = Θ(ϑ0) exp

(∫ ϑ
ϑ0
β(ϑ′)dϑ′

)

Pozn I: Znaménková konvence pro β(ϑ) je vybrána tak, že když β je

rostoućı funkćı ϑ potom:

ϑ2 > ϑ1 ⇒ Θ2 > Θ1 t.j., absolutńı a empirická stupnice maj́ı stejné

uspǒrádáńı teplot.

Pozn II: Absolutnost p̌redchoźı definice teploty tkv́ı ve faktu, že β(ϑ) se

dá určit z experimentu. Plat́ı totǐz, že

β(ϑ) =

(
∂p
∂ϑ

)
V

p +
(
∂U
∂V

)
ϑ

Nav́ıc β(ϑ) je opravdu monotónńı funkćı proměnné ϑ.
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Základńı kroky d
◦
ukazu: Uvažujme pro jednoduchost homogenńı

chemickou soustavu. V takovém p̌ŕıpadě v́ıme, že

dS =
1

Θ

{(
∂U

∂Θ

)
V
dΘ +

[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

]
dV

}

Protože dS je tot.dif., podḿınka integrability dává

∂

∂Θ

{
1

Θ

[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

]}
V

=
∂

∂V

{
1

Θ

(
∂U

∂Θ

)
V

}
Θ

⇒ p +
(
∂U

∂V

)
Θ

= Θ
(
∂p

∂Θ

)
V︸ ︷︷ ︸

∗∗∗

⇒ p +
(
∂U

∂V

)
ϑ

= Θ
(
∂p

∂ϑ

)
V

dϑ

dΘ

Použili jsme faktu, že Θ = konst. ⇔ ϑ = konst.
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Použit́ım pravidla pro derivaci inverzńı funkce obdrž́ıme

dΘ(ϑ)

dϑ
=

1
dϑ(Θ)
dΘ

⇒
1

Θ

dΘ

dϑ
=

d lnΘ

dϑ
=

(
∂p
∂ϑ

)
V

p+
(
∂U
∂V

)
ϑ

= β(ϑ)

Na pravých stranách rovnice jsou veličiny mě̌rené v libovolné empirické

stupnici ϑ, takže pravá stana umožňuje určit absolutńı teplotu pomoćı

cejchovaćıho teploměru.

Tvrzeńı: ačkoli tvar funkce Θ = Θ(ϑ) záviśı na volbě stupnice ϑ, odpov́ıdaj́ıćı

č́ıselné hodnoty absolutńı teploty nezáviśı na volbě stupnice ϑ.

D
◦
ukaz: Mějme dvě stupnice ϑ1 a ϑ2. Necht’ ϑ1 = ϑ1(ϑ2) a necht’ Θ1 =

Θ1(ϑ1), Θ2 = Θ2(ϑ2) jsou p̌ŕıslušné absolutńı teploty.
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Stejným postupen jako v p̌redchoźım odvozeńı dostaneme

1

Θ1

dΘ1

dϑ1
=

d lnΘ1

dϑ1
=

(
∂p
∂ϑ1

)
V

p+
(
∂U
∂V

)
ϑ1

= β1(ϑ1)

1

Θ2

dΘ2

dϑ2
=

d lnΘ2

dϑ2
=

(
∂p
∂ϑ2

)
V

p+
(
∂U
∂V

)
ϑ2

= β2(ϑ2)

Užit́ım faktu, že ϑ1 = konst.⇔ ϑ2 = konst. a ǩŕı̌zového pravidla(
∂p

∂ϑ2

)
V

=

(
∂p

∂ϑ1

)
V

dϑ1
dϑ2

dostáváme

β2(ϑ2) =

(
∂p
∂ϑ2

)
V

p +
(
∂U
∂V

)
ϑ2

=

(
∂p
∂ϑ1

)
V

p +
(
∂U
∂V

)
ϑ1

dϑ1
dϑ2

= β1(ϑ1)
dϑ1
dϑ2
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Hledaný vztah mezi Θ1 a Θ2 plyne z relace

Θ2(ϑ2) = Θ2(ϑ02) exp

(∫ ϑ2

ϑ02

β2(ϑ
′
2)dϑ

′
2

)
= Θ2(ϑ02) exp

(∫ ϑ2

ϑ02

β1(ϑ
′
1)

dϑ′
1

dϑ′
2

dϑ′
2

)

= Θ2(ϑ02) exp

(∫ ϑ1

ϑ01

β1(ϑ
′
1)dϑ

′
1

)
=

Θ2(ϑ02)

Θ1(ϑ01)
Θ1(ϑ1)

V d
◦
usledku tedy dostáváme, že

Θ2(ϑ2)

Θ2(ϑ02)
=

Θ1(ϑ1)

Θ1(ϑ01)
♢

Zvoĺıme-li stejné mě̌ŕıćı jednotky pro Θ1 a Θ2 (nap̌r. mezi bodem mrazu

a bodem varu vody je v obou p̌ripadech sto d́ılk
◦
u) pak dostáváme

Θ1(ϑ
100
1 )−Θ1(ϑ

0
1) = Θ2(ϑ

100
2 )−Θ2(ϑ

0
2)

♢
=⇒ Θ2(ϑ02) = Θ1(ϑ01)

Takže nakonec m
◦
užeme psát: Θ2(ϑ2) = Θ1(ϑ1)
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Pozn:

⊗ Absolutńı teplota nem
◦
uže měnit znaménko ⇒ signΘ(ϑ) = signΘ(ϑ0)

⊗ Ze zp
◦
usobu zavedeńı absolutńı teploty ⇒ absolutńı termodynamická

stupnice je určena s p̌resnost́ı na multiplikativńı faktor α = Θ(ϑ0) který

určuje mě̌ŕıćı škálu – velikost mě̌ŕıćıch jednotek.

⊗ Použijeme-li k určeńı empirické teploty plynovou stupnici s ideálńım

plynem: pV = nRϑ (zat́ım ϑ reprezentuje pouze plynovou t.s.) potom

(
∂U

∂V

)
ϑ
= 0,

(
∂p

∂ϑ

)
V

=
nR

V
⇒ β(ϑ) =

1

ϑ
⇒ Θ(ϑ) = konst. ϑ

⇒ Absolutńı teplota je p̌ŕımo úměrná plynové teplotě. Zvoĺıme-li, stupně

absolutńı stupnice Θ tak aby mezi bodem mrazu a bodem varu vody bylo

100 d́ılk
◦
u pak konst. = 1 a nulový bod absolutńı stupnice
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je jednoznačně určen - lež́ı 273,15◦C pod Celsiovou nulou. Takto defino-
vaná stupnice se nazývá Kelvinova.∗

⊗ Kromě Celsiovy a Kelvinovy stupnice se použ́ıvaj́ı ještě nap̌r:

– Réaumurova t.s.: R.t.s ma stejný počátek jako Celsiova stupnice, ale
hlavńı teplotńı interval je dělen na 80 nikoli 100 d́ılk

◦
u, t.j.

ϑ(◦C) = 5/4 ϑ(◦R)

– Fahrenheitova t.s.: neshoduje se s Celsiovou t.s. ani v počátku ani ve
velikosti d́ılk

◦
u: ϑ(◦C) = 5/9 (ϑ(◦F )− 32)

– Rankinova t.s.: absolutńı stupnice spojena s Fahrenheitovou t.s.
Θ(◦R) = 9/5 Θ(◦K)

⊗ Pro mě̌reńı do 4◦K se k mě̌reńı teploty hlavně využ́ıvá magnetická
závislost materiál

◦
u na teplotě. Pro Θ ∈ (4◦K,1500◦K) se použ́ıvaj́ı hlavně

∗Přesněji se 0◦K definuje jako teplota která je 273,1598◦C pod trojným bodem vody, tj.
bod na p−Θ diagramu kde p = 0,6113 kpa a ϑ = 0,0098◦C.
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plynové teploměry (vod́ıkové, héliové) a odporové (titanové, platinové,

etc.) Při vyš̌śıch teplotách se použ́ıvaj́ı optické metody, nap̌r. pyrometry.

!!! Pozn: Termodynamická notace pro derivace.

Symbol nap̌r. (∂U/∂p)V označuje parciálńı derivaci U vzhledem k p p̌ri

konstantńım V a současně výraz indikuje, že uvažujeme U = U(p, V ).

Podobně výraz (∂U/∂p)Θ p̌redpokládá, že U = U(p,Θ). Výraz (∂U/∂p) je

dvojznačný. Nap̌r. pro ideálńı plyn

(
∂U

∂p

)
V

=
1

R

(
∂CV pV

∂p

)
V

=
CV V

R
= n

CVΘ

p(
∂U

∂p

)
Θ

= n

(
∂CVΘ

∂p

)
Θ

= 0
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Entropie trochu jinak

Q: Existuje jednoduchý mentálńı obrázek termodynamické entropie?

A: Možnost́ı je několik. Nicméně statistická fyzika a informačńı teorie

poskytuj́ı koncepčně hlubš́ı pohled na entropii.

Z Clausiusova teorému v́ıme, že

S(V2,Θ2)− S(V1,Θ1) ≥
∫
irev

δQ

Θ

Pro termálně (adiabaticky) izolovaný systém δQ = 0 okamžitě máme, že

S(V2,Θ2)− S(V1,Θ1) ≥ 0

⇒ Entropie adiabaticky izolovaného systému roste. Ustáĺı se až v termálńı

rovnováze (∆S = 0) - stav maximálńı entropie.
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⊗ Entropie zavedená v termodynamice – tkzv., termodynamická entropie

(R. Clausius 1854) – Entropie daného stavu je ḿırou užitečné energie

která v tomto stavu neńı dosažitelná.

⇒ Zvýšeńı entropie odráž́ı ztrátu užitečné energie (práce)

Ilustračńı p̌ŕıklad: Uvažujme 1 mol I.P. p̌ri teplotě Θ rozṕınaj́ıćı se z V1 do

V2. Srovnejme změnu entropie ∆S pro reverzibilńı izotermickou expanzi

a irreverzibilńı volnou expanzi (tj. adiabatickou expanzi).
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Volná izotermická expanze:
∆Q = ∆W =

∫ V2

V1

RΘ/V dV = RΘlnV2/V1

(∆S)plyn = R lnV2/V1

(∆S)rezerv. = −∆Q/Θ = −R lnV2/V1

(∆S)vesmiru = (∆S)plyn + (∆S)rezerv. = 0

Volná expanze:
∆W = 0 (expanze do vakua)

(∆S)rezerv. = 0 (d
◦
usledek Jaulova–Thomsonova exp.)

(∆S)plyn = R lnV2/V1 (S je stavová funkce)

(∆S)vesmiru = R lnV2/V1

⇒ Jestlǐze by proces byl proveden reverzibilně, plyn by mohl vykonat práci

rovnaj́ıćı se

∆W = RΘln
V2

V1

= Θ(∆S)vesmiru

⇒ Zvýšeńı entropie odráž́ı ztrátu užitečné energie (tj. práce).
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⊗ Entropie zavedená ve statistické fyzice – tkzv., statistická entropie
(J.W. Gibbs 1902, L. Boltzmann 1871) – reprezentuje potenciálnost.
T.j., mě̌ŕı potenciálńı počet mikrostav

◦
u daného makrosystému které jsou v

souhlase s danými makroskopickými pozorovatelnými (stav. proměnnými).

a) plyn se expanduje izotermicky

b) kovová tyčka se roztahuje izotermicky

c) guma (polymer) se natahuje izotermicky, p̌r. 17

d) paramegnet je magnetizován izotermicky

⊗ Entropie zavedená v informačńı teorii – tkzv., informačni entropie
(C.E. Shannon 1948,49) – reprezentuje ḿıru neurčitosti. Minimálńı počet
binárńıch (ano/ne) otázek které nás p̌rivedou od naš́ı znalosti systému až
k určitosti.
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Nap̌ŕıklad v p̌ŕıpadě černých děr: Protože veškerá informace o pohlceném
objektu je ztracena
⇒ č.d. jsou velkými zdroji chyběj́ıćı informace ve vesḿıru.

Pozn: Informačńı entropie je mě̌rená v bitech a když se porovná s
Hawkingovou–Bekensteinovou entropíı ukáže se, že

jeden bit informace odpov́ıda 4 Plankovým plochám povrchu č.d.

Hawkingova–Bekensteinova entropie černé d́ıry

⊗ V termodynamické limitě plat́ı, že termodynamicky rovnovážné systémy
maj́ı stejnou statistickou, informačńı a termodymickou entropii.
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Termodynamické proměnné nechemických systém
◦
u

Pro homogenńı systém v term. rovnováze který je popsán Θ a ak (vněǰśımi

parametry, nap̌r., objem, r
◦
uzná silová pole) jsou ostatńı vniťrńı parametry

βi (nap̌r., hustota, energie, tlak) popsány stavovou rovnićı:

βi = βi(Θ, ak)

⊗ Chemický homogenńı systém

a) ideálńı plyn: pV = nRΘ, (p, V,Θ)

b) reálný plyn, nap̌r.

Van der Waals
◦
uv plyn: (p+ n2a/V 2)(V − nb) = nRΘ, (p, V,Θ)

Dietericiho rovnice: pV = nRΘexp (−αn/V RΘ) , (p, V,Θ)

práce δW = p dV
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⊗ Deskový kondenzátor: q = CU = ε(Θ)SU/d, (U, q,Θ)

C je kapacita, U je potenciálńı rozd́ıl, q je náboj na deskách, a S, d jsou
plocha desek a vzdálenost, ε je permitivita.

βi = U, ak = q

práce δW = −Udq

⊗ (Para -)magnetikum v poli B = (µH) indukuje magnetizaci M

a) vysoké teploty (∼ 103): M = Cc H/Θ, (H,M,Θ) (Curie
◦
uv z.)

b) ńızké teploty: M = Ccw H/(Θ−Θc), (H,M,Θ) (Curie
◦
uv–Weiss

◦
uv z.)

Užitečné vztahy:

B = µ0(H+M)

pro věťsinu látek (s vyj́ımkou ferromagnetik) plat́ı lin. vztah:

M = χH ⇒ B = µ0(1 + χ)H ≡ µH

práce p̌ri změně magnetické indukce o dB je δW = −HdB
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⇒ práce vykonaná magnetikem p̌ri změně magnetizace o dM :

δW = −µ0HdM ⇒ βi = H, ak = M

Pozn: často se M nemě̌ŕı v SI jednotkách, potom δW = −HdM

⊗ Dielektrikum v poli E indukuje polarizaci P

stavová rovnice: P = Cc E/Θ, (E,P,Θ) (Curie
◦
uv z.)

Užitečné vztahy:

E = (D−P)/ε0

pro věťsinu látek plat́ı lineárńı vztah:

P = ε0κE ⇒ D = ε0(1 + κ)E ≡ εE

práce p̌ri změně elektrické indukce o dD je δW = −EdD

⇒ práce vykonaná dielektrikem p̌ri změně polarizace o dP :

δW = −EdP ⇒ βi = E, ak = P viz p̌r. 8.3.-1
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⊗ Napnutá struna

stavová rovnice: ∆L/L = σ/E(Θ), (σ,L,Θ) Hook
◦
uv zákon

L je délka, σ je napět́ı a E je modul pružnosti

práce vykonaná p̌ri prodloužeńı o dL: δW = −σdL ⇒ βi = σ, ak = L

⊗ Rovnoměrně rotuj́ıćı systém (s konstantńı úhlovou rychlost́ı Ω)

Užitečné vztahy z mechaniky:

Je-li E energie částice v klidové soustavě, a E′ energie v rotuj́ıćı soustavě,
pak mezi nimi plat́ı vztah: E′ = E−Ωl, kde l = r×mv je moment hybnosti

⇒ vniťrńı energie rovnoměrně rotuj́ıćıho tělesa má tedy extra p̌ŕıspěvek
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od neinerciálńıho pohybu:

U ′ = ⟨
∑
i

E′
i⟩ = ⟨

∑
i

Ei⟩ − Ω⟨
∑
i

li⟩ = U − ΩL

protože U nezáviśı na vněǰśım parametru Ω plat́ı:(
∂U ′

∂Ωi

)
U

=

(
∂U ′

∂Ωi

)
S,V

= −Li

⇒ pro homogenńı chemický systém máme

dU ′ = dU − LdΩ = ΘdS − pdV − LdΩ

na druhé straně

U ′ = U − ΩL ⇒ dU = dU ′ + LdΩ + ΩdL = ΘdS − pdV + ΩdL

Tento vztah je d
◦
uležitý nap̌r. v kosmologii či astrofyzice.
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⊗ Černé d́ıry (J.D. Bekenstein 1972,74; S. Hawking 1971,74,75 )

V klasické (obecné) teorii relativity: Θ = 0

Když se uvažuj́ı kvantové efekty pak č.d. vyzǎruje s teplotou ΘH ≡ T =
c3 h̄/8πkBGM a chová se jako absolutně černé těleso. (S. Hawking 1974)

stavová rovnice: PV = U(Θ, V )/3, U ∝ Θ4 (P, V,Θ)
(Stefan–Boltzmann

◦
uv zákon)

Pozn: V každém fyzikálně dovoleném procesu, celková plocha povrch
◦
u

všech č.d. ve vesḿıru neklesá, tj. ∆A ≥ 0

(J. Bekensteib 1972, S. Hawking 1974)
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Pozn I: Když nějaký objekt vlet́ı do černé d́ıry hmotnost se zvěťśı, povrch

se zvěťśı a teplota vyzǎrováńı se zmenš́ı.

Pozn II: Plat́ı následuj́ıćı tabulka analogíı - Black Hole Thermodynamics

zákon termodynamika černé d́ıry

0.P.T. Θ = konst. pro všechna tělesa κ = konst. pro celý horizont
v termálńı rovnováze stacionárńı černé d́ıry

1.P.T. dU = ΘdS − δW +ΩdL dM = 1
8π
κdA+ΩdL

2.P.T ∆S ≥ 0 pro každý ad. is. systém ∆A ≥ 0 pro každý ad. is. systéms

3.P.T. Stav s Θ = 0 se nedá dosáhnout Stav s κ = 0 se nedá dosáhnout
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Shoda vzniká pokud se formálně identifikuj́ı U ↔ M , Θ ↔ ακ a S ↔
A/8πα. κ je povrchová gravitace, A je plocha povrchu č.d., a α = h̄/2kBπ
(S.Hawking 1974)

∗ ∗ ∗

Pozn I: Reálný fyzikálńı d
◦
uvod pro identifikaci entropie s povrchem č.d. je

stále nejasný. K plnému vysvětleńı je nutná konzistentńı kvantová teorie
gravitace (struny, M brány?).

Pozn II:

– intenzivńı veličiny: veličiny jejichž velikost nezáviśı na množstv́ı látky v
systému (nap̌r., teplota, tlak, hustota náboje, magnetizace, polarizace,
atd.)

– extenzivńı veličiny: veličiny jejichž velikost je úměrná množstv́ı látky v
systému (objem, hmotnost, počet mol

◦
u)

Pozn III: z analogie δW = Fds =
∑
kAkdak se Ak = Ak(βi, ai) občas

nazývaj́ı zobecněné śıly, a ak zobecněná posunut́ı.
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Tepelná kapaciata KV a Kp

Množstv́ı tepla δQ které je nutno dodat soustavě (kvazist. cestou), aby

se teplota soustavy zvýšila o 1 stupeň je

K =
∂Q

∂Θ

Bez určeńı zp
◦
usobu jakým se realizuje výměna tepla neńı výraz jednoznačný,

nap̌r. pro ideálńı plyn

Kp =
(
∂Q

∂Θ

)
p
=

{
nCp
mcp

}
̸= KV =

(
∂Q

∂Θ

)
V

=

{
nCV
mcV

}
= n(Cp −R)

V daľśıch úvahách budu použ́ıvat homog. chem. syst. (Θ, V, p)

a) Izochorický děj: (Θ, V ) jsou proměnné a V = konst. ⇒

KV =
(
∂Q

∂Θ

)
V

= ?
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? ⇐ δQ = dU + pdV =
(
∂U

∂Θ

)
V
dΘ +

= 0︷ ︸︸ ︷[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

]
dV

⇒ KV =
(
∂Q

∂Θ

)
V

=
(
∂U

∂Θ

)
V

b) Izobarický děj: (Θ, p) jsou proměnné a p = konst. ⇒

Kp =
(
∂Q

∂Θ

)
p

= ?

? ⇐ δQ = dU + pdV =
(
∂U

∂Θ

)
V
dΘ +

[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

]
dV (Θ, p)

=

{(
∂U

∂Θ

)
V
+
[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂Θ

)
p

}
dΘ+

= 0︷ ︸︸ ︷[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂p

)
Θ

dp
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⇒ Kp =
(
∂Q

∂Θ

)
p

=
(
∂U

∂Θ

)
V
+
[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂Θ

)
p

Předchoźı dva výsledky poskytuj́ı zobecněný Mayer
◦
uv vztah:

Kp −KV =
[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂Θ

)
p

Pro I.P. U = nCVΘ+ konst. ⇒

(
∂U

∂V

)
Θ

= 0 ⇒ Kp −KV = p

(
∂V

∂Θ

)
p

= nR

Při určováńı Kp se často vyskytuje U = U(Θ, p) ḿısto U = U(Θ, V ). V

takovém p̌ŕıpadě máme:
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δQ =
(
∂U

∂Θ

)
p
dΘ +

(
∂U

∂p

)
Θ

dp + p

[(
∂V

∂Θ

)
p
dΘ+

(
∂V

∂p

)
Θ

dp

]

=

[(
∂U

∂Θ

)
p
+ p

(
∂V

∂Θ

)
p

]
dΘ +

= 0︷ ︸︸ ︷[(
∂U

∂p

)
Θ

+ p

(
∂V

∂p

)
Θ

]
dp

⇒ Kp =

[(
∂U

∂Θ

)
p

+ p

(
∂V

∂Θ

)
p

]
=

∂

∂Θ
[U + pV ]p =

(
∂H

∂Θ

)
p

Pozn I: Veličina U + pV ≡ H se nazývá Entalpie (tepelný obsah)

Pozn II: Všimněte si, že

KV =
(
∂U

∂Θ

)
V
, Kp =

(
∂H

∂Θ

)
p
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Entalpie má tedy p̌ri izobarických procesech obdobný význam jako

vniťrni energie p̌ri izochorických procesech.

Při izobarických děj́ıch je entalpie jednou z nejsnáze zjistitelných a také

nejčastěji už́ıvaných termodynamických charakteristik děje.(
∂Q

∂Θ

)
p

=
(
∂H

∂Θ

)
p

⇒ ∆H = Q|p

Pozn I: Značná aplikace je ve fyzikálńı chemii.

Pozn II: Tepelné kapacity lze take p̌repsat prosťrednictv́ım entropie:

δQ = ΘdS ⇒ KV = Θ
(
∂S

∂Θ

)
V

∧ Kp = Θ
(
∂S

∂Θ

)
p

Praktická aplikace: KV hom. chem. syst., který je popsán Van der

Waalsovou stavovou rovnićı nezáviśı na objemu.
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D
◦
ukaz: Stavová rovnice Van der Waalsova plynu pro 1 mol zńı:(

p+
a

V 2

)
(V − b) = RΘ ⇒ p =

RΘ

(V − b)
−

a

V 2

Chceme dokázat, že(
∂KV
∂V

)
Θ

=
(
∂

∂V

(
∂U

∂Θ

)
V

)
Θ

= 0

Použit́ım rovnice ∗ ∗ ∗ (podḿınka integrability pro S)

p +
(
∂U

∂V

)
Θ

= Θ
(
∂p

∂Θ

)
V

⇒
(
∂

∂Θ

(
∂U

∂V

)
Θ

)
V

+
(
∂p

∂Θ

)
V

=
(
∂p

∂Θ

)
V
+Θ

(
∂2p

∂Θ2

)
V

Použijeme-li nyńı fakt, že(
∂p

∂Θ

)
p

=
R

V − b
⇒ Θ

(
∂2p

∂Θ2

)
V

= 0
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a že podḿınka integrability pro U (= záměnnost derivaćı) dává(
∂

∂Θ

(
∂U

∂V

)
Θ

)
V

=
(
∂

∂V

(
∂U

∂Θ

)
V

)
Θ

dostáváme konečně(
∂KV

∂V

)
Θ

=
(
∂

∂V
KV (Θ, V )

)
Θ

= 0

Pozn: Všimněte si, že tento závěr plat́ı kdykoli je ve stavové rovnici p

lineárńı funkćı teploty Θ.

Ilustračńı p̌ŕıklad: Určete zobecněný Mayer
◦
uv vztah pro 1 mol Van der

Waalsova plynu.

Řešeńı: Použijeme odvozeného vztahu
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Cp − CV =
[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂Θ

)
p

= Θ
(
∂p

∂Θ

)
V

(
∂V

∂Θ

)
p

Pozn: výraz (∂V/∂Θ)p lze spoč́ıst několika zp
◦
usoby:

⊗ Př́ımým rožrešeńım stavové rovnice vzhledem k V – bohužel vede na
kubickou rovnici

p(V − b)V 2 = RΘV 2 − a(V − b)

⊗ Použit́ım identity

dp =
(
∂p

∂V

)
Θ

dV +
(
∂p

∂Θ

)
V
dΘ

pro p = konst. p̌redchoźı implikuje

(
∂V

∂Θ

)
p

= −

(
∂p
∂Θ

)
V(

∂p
∂V

)
Θ
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⊗ Použit́ım metody Jacobián
◦
u – viz cvičeńı

Nakonec tedy dostáváme:

Cp − CV = Θ
(
∂p

∂Θ

)
V

(
∂V

∂Θ

)
p

= −
Θ
(
∂p
∂Θ

)2
V(

∂p
∂V

)
Θ

=
R

1− 2a(V−b)2
RΘV 3

∗ ∗ ∗

Pozn: Van der Waals
◦
uv plyn

Pro I.P. pV = nRΘ ⇒ pVm = RΘ (Vm je molárńı objem)

Reálné plyny se tak bohužel nechovaj́ı, zvláště pokud je p veliké, či V malé

⊗ když je plyn dostatečně zchlazen tak kapalńı, I.P. toto chováńı nep̌redpov́ıdá (mezi-

molekulárńı interakce jsou d
◦
uležité)

⊗ i když reálný plyn nezkapalńıme izotermy se odchyluj́ı od I.P. p̌ri ńızkých Θ

V.W. plyn bere do úvahy:
a) mezi-molekulárńı interakce
b) nenulovou velikost molekul
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V.W. stavová rovnice se dá psát ve tvaru:

p = podpudivy + ppritazlivy

kde

podpudivy =
RΘ

Vm − b

Vm−b je skutečný objem dostupný molekulám, t.j., b je molárńı objem obsazený moleku-
lami.

ppritazlivy = −
a

V 2
m

a kontroluje śılu mezi-molekulárńı interakce. Celkově tedy pro V.W. plyn máme(
p+

a

V 2
m

)
(Vm − b) = RΘ

Pozn: Existuje řada daľśıch zobecněńı pro reálné plyny, nap̌r.

Dietericiho stavová rovnice

pVm = RΘexp

(
−

a

RΘVm

)
nebo také p(Vm − b) = RΘexp

(
−

a

RΘVm

)
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či viriálové rozvoje (H.K. Onnes, 1901)

pVm

RΘ
= 1 +

B

Vm
+

C

V 2
m

+ · · ·

B, C, atd. se nazývaj́ı viriálové koeficienty

Ve vztaźıch na výpočet kapacit se často vyskytuj́ı derivace které jsou
historicky známé pod určitými jmény. Tyto jsou

⊗ koeficient izobarické roztažnosti: βp ≡ (∂V/∂Θ)p/V

⊗ koeficient adiabatické roztažnosti: βS ≡ (∂V/∂Θ)S/V

⊗ koeficient izotermické stlačitelnosti: εΘ ≡ −(∂V/∂p)Θ/V

⊗ koeficient adiabatické stlačitelnosti: εS ≡ −(∂V/∂p)S/V

⊗ koeficient izochorické rozṕınavosti: γV ≡ (∂p/∂Θ)V /p

Užit́ı: pro 1 mol

Cp − CV =
[(
∂U

∂V

)
Θ

+ p

] (
∂V

∂Θ

)
p

45



nap̌r. pro I.P. máme

Cp − CV = p

(
∂V

∂Θ

)
p

= pV βp

Protože V = V0(1 + γp∆Θ)

βp =
1

V

(
∂V

∂Θ

)
p

= γp/(1 + γp∆Θ) = γp + o(γ2p )
.
=

1

273,15

∗ ∗ ∗

u plyn
◦
u je βp obecně nezanedbatelné (∼ 10−3 − 10−2) ⇒ Cp ̸= CV

u pevných látek a u věťsiny kapalin

βp =
1

V

(
∂V

∂Θ

)
p

= β/(1 + β∆Θ)
.
= β ∼ 10−6 − 10−5

takže βp → 0 ⇒ Cp
.
= CV
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